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Re´sume´ :
L’objectif de ce travail est de proposer une approche macroscopique nouvelle capable de de´crire les
interactions non-locales qui apparaissent et e´voluent a` l’e´chelle me´soscopique des mate´riaux quasi-
fragiles lors du phe´nome`ne d’endommagement. Dans le nouveau mode`le propose´, la fonction poids est
construite directement a` partir des interactions a` l’inte´rieur du mate´riau prenant ainsi intrinse`quement
en compte leur e´volution pendant le processus de rupture.
Abstract :
The purpose of this work is to propose a new macroscopic approach to describe and upscale the evolving
non-local interactions which are produced at the mesoscale during damage and failure in quasi-brittle
materials. A new-integral type non-local model is provided where the weight function is directly built
from these interactions and therefore takes intrinsically into account the interactions evolution during
the material failure similarly as a mesoscale model does.
Mots clefs : Interactions, endommagement non-local, mate´riaux quasi-fragiles.
1 Introduction
Dans le contexte de la mode´lisation macroscopique du comportement me´canique des mate´riaux quasi-
fragiles, il est courant d’utiliser des techniques de re´gularisation afin de surmonter les limitations lie´es
au caracte`re adoucissant de ces mate´riaux (localisation de de´formations). C’est par exemple le cas
des mode`les de type inte´gral [9] ou de gradient [2]. Cependant, ces mode`les pre´sentent un certain
nombre de proble`mes qui restent encore a` re´soudre. Il est ainsi tre`s difficile de repre´senter pendant
la rupture le comportement pre`s d’un bord, la description de la transition continu/discret du champ
de de´placement ou encore l’effet d’e´chelle (diminution de la re´sistance apparente d’une structure avec
l’augmentation de sa taille). Certaines e´tudes re´centes (e.g. [6], [10]) montrent alors que la longueur
interne du mode`le ne doit plus eˆtre constante mais doit varier au cours de l’endommagement afin de
prendre en compte diffe´rents me´canismes ayant lieu lors du chargement. Plus particulie`rement, pour
les mode`les de type inte´gral, deux types de modifications ont e´te´ propose´es : (i) la modification du
calcul de la moyenne ponde´re´e a` proximite´ d’un bord de la structure [6],[10], et (ii) l’e´volution de
la longueur interne comme une fonction de l’endommagement (e.g.[4]). Il a par ailleurs e´te´ montre´
qu’une combinaison de ces deux techniques permet d’obtenir des re´sultats satisfaisants sur certains
cas test [4]. Ces formulations ame´liore´es restent ne´anmoins empiriques et leur mise en place pour des
cas autres que monodimensionnels s’ave`re difficile, c’est pourquoi la mode´lisation des effets d’e´chelle
demeure impossible a` examiner.
A partir de comparaisons nume´rique/expe´rimental mene´es re´cemment [5], [3] il a e´te´ conclu qu’un
mode`le a` l’e´chelle de la me´sostructure fournit une description me´canique plus re´aliste du phe´nome`ne
de rupture que celle obtenue avec un mode`le continu [9]. Cela montre que la prise en compte des
diffe´rents composants du be´ton, a` savoir les granulats, la matrice et l’interface, permet de de´crire
plus de phe´nome`nes lie´s a` la physique de la rupture. La raison de cette meilleure description provient
notamment de la prise en compte des interactions entre les diffe´rents composants du be´ton et avec
les zones qui s’endommagent durant le chargement. Or, ces interactions sont perdues a` travers la
phase d’homoge´ne´isation du mode`le macroscopique. Ces observations permettent ainsi de comprendre
pourquoi les mode`les non-locaux a` longueur interne constante restent de´faillants sur de nombreux
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aspects. Ainsi, l’objectif principal de ce travail est de pre´senter une approche macroscopique diffe´rente
cherchant a` de´crire les interactions a` l’inte´rieur d’un mate´riau quasi-fragile ainsi que leur e´volution au
cours de l’endommagement. Les interactions non-locales induites par la de´formation d’un domaine au-
tour d’un point sur un autre point voisin sont calcule´es explicitement. Elles sont alors superpose´es afin
de construire une fonction poids qui sera utilise´e dans le calcul des variables non-locales. La nouvelle
formulation est pre´sente´e dans section 2 ; les de´tails de la construction de la nouvelle fonction poids
sont e´galement pre´sente´s dans la section 3. Enfin, les re´sultats de l’exemple de la rupture dynamique
d’un barre seront expose´s dans la section 4, avant de pre´senter les conclusions et perspectives de cette
e´tude.
2 Nouveau mode`le non-local base´ sur les interactions
2.1 Loi de comportement
On utilise la loi de comportement classique propose´e par Mazars [7] ou` la relation contrainte-de´formation
prenant en compte l’endommagement s’e´crit :
σ = (1−D)C : ε (1)
ou` σ, ε et C sont respectivement le tenseur de contraintes, le tenseur de de´formations et le tenseur de raideur.
Dans ce papier, on travaille sous l’hypothe`se d’un endommagement isotrope ou` la variable scalaire d’endom-
magement D (voir e´quation (2)) repre´sente la de´gradation du mate´riau (D = 0 pour un mate´riau sain et
D = 1 lorsque le mate´riau est comple`tement endommage´). L’endommagement D est fonction de la variable h
qui de´pend de l’historique du chargement. L’e´volution de h, donc de D, de´pend de la de´formation e´quivalente
non-locale εeq gouverne´e par la condition de chargement-de´chargement de Kuhn-Tucker (3) :
D(h, x) = αi
∑
i∈{t,c}
[
1− (1−Ai) εD0
h(x)
−Ai exp(−Bi(h(x)−εD0 ))
]
(2)
Γ(ε, h) = εeq(ε)− h , Γ(ε, h) ≤ 0 , h˙ ≥ 0 , h˙Γ(ε, h) = 0 , h = max(εD0 ,max(εeq)) (3)
Dans l’e´quation 2, qui de´finit la cine´matique de croissance de l’endommagement, la variable d’endommagement
est divise´e en deux parties afin de prendre en compte les diffe´rentes re´ponses me´caniques en traction, i = t,
et en compression, i = c, comme propose´e dans [7]. Les coefficients αt et αc sont de´finis comme e´tant des
fonctions des de´formations principales des tenseurs de de´formation εt et εc dues aux contraintes positives et
ne´gatives. Ainsi, dans le cas de traction uniaxiale αt = 1, αc = 0 et en compression uniaxiale αt = 0, αc = 1. Les
constantes At, Ac, Bt, Bc sont des parame`tres du mode`le repre´sentant l’adoucissement exponentiel du mate´riau.
Dans l’e´quation (3), Γ est la fonction de chargement qui de´finit la limite du domaine e´lastique et h est la variable
d’histoire du chargement qui e´quivaut a` la plus grande valeur jamais atteinte par la de´formation e´quivalente.
2.2 Interactions non-locales et fonction poids
La nouvelle formulation non-locale propose´e dans cette e´tude repose sur la construction de la fonction poids a`
partir des interactions e´lastiques a` l’inte´rieur du mate´riau. Conside´rons le sche´ma de la figure 1 repre´sentant
une inclusion circulaire contenue dans un milieu fini et centre´e au point ξ. On conside`re que cette inclusion
subit une dilatation thermique ε∗ qui modifie l’e´quilibre e´lastique de l’ensemble. Puisqu’une interaction peut
eˆtre de´finie comme e´tant la quantite´ d’e´nergie de de´formation transmise de ξ a` x, on la repre´sente a` l’aide de
l’e´quation (4) ou` i(x) correspond aux de´formations principales. Cette interaction de´pendra de la ge´ome´trie de
la structure, du rayon a de l’inclusion, des proprie´te´s e´lastiques du mate´riau a` l’inte´rieur et a` l’exte´rieur de cette
structure.
A(x, ξ, ε∗, a) =
√√√√ 3∑
i=1
|i(x)|2 (4)
Formellement, cette quantite´ e´nerge´tique A peut eˆtre re´crite comme suit :
A(x, ξ, ε∗, a) = ‖ε∗‖A∗(x, ξ, a) (5)
ou` A∗ repre´sente l’interaction entre les points x et ξ due a` une dilatation thermique unitaire en ξ. On suppose
alors que la fonction poids utilise´e pour calculer la moyenne non-locale est gouverne´e par cette interaction.
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Figure 1 – Sche´ma de principe du calcul d’interactions.
Dans le mode`le non-local classique [9], la de´formation non-locale est donne´e par l’e´quation (6), ou` 〈•〉+ est
la partie positive de •, Ω est le volume de la structure et Ωr est un volume caracte´ristique introduit afin que
l’ope´rateur non-local n’affecte pas un champ uniforme de de´formation. Ainsi, par analogie entre les interactions
de´finies auparavant et la fonction poids ψ du mode`le non-local classique on e´crit l’e´quation 7.
εeq =
1
Ωr
∫
Ω
ψ0(x, ξ)εeq(ξ)dξ avec :

Ωr =
∫
Ω
ψ(x, ξ)dξ
εeq =
√ ∑
i∈[1,3]
〈i〉2+
(6)
ψ(x, ξ) ≡ A∗(x, ξ, a) = A(x,ξ,ε∗,a)‖ε∗‖ ≡
√
3∑
i=1
(i)
2
‖ε∗‖
(7a)
Ωr =
∫
Ω
A∗0(x, ξ, a)dξ ; eNL(x, ξ) = A
∗(x, ξ, a)εeq(ξ) (7b)
Ici, eNL est la contribution non-locale re´sultant de l’interaction entre x et ξ et A
∗
0(x, ξ, a) est la fonction
d’interactions construite pour le cas d’un endommagement nul (calcule´e au de´but du calcul par exemple).
Une fois cette nouvelle de´formation e´quivalente non-locale εeq estime´e, le calcul de l’endommagement et de son
e´volution se fait a` l’aide des e´quations (2 )et (3) ou` sont pris en compte les contributions en traction et en
compression de la sollicitation.
3 Contribution non-locale et fonction poids
Conside´rons maintenant le cas unidimensionnel de la figure 2(a). Il s’agit d’une barre de longueur totale L,
fixe´e a` une de ses extre´mite´s et soumise a` une distribution constante de chargement de traction sur l’autre.
Le comportement adoucissant est repre´sente´ ici en localisant l’endommagement dans une bande de largeur h
centre´e au milieu de la barre. Les distributions de la de´formation et de l’endommagement sont homoge`nes, et les
de´formations εu et εt sont calcule´es a` partir d’une loi de comportement biline´aire qui de´pend du module d’Young
E et du module adoucissant κ (figure 2(c)). On imagine ensuite que la barre contient une se´rie d’inclusions
circulaires de rayon a, maille´es explicitement et centre´es sur l’axe longitudinal comme repre´sente´ sur la figure
2(b). Ces inclusions sont alors soumises successivement a` une dilatation thermique unitaire ε∗ = α∆T I, α e´tant
le coefficient de dilatation thermique, I le tenseur identite´ et T , la tempe´rature. La dilatation de chaque inclusion
induisant la perturbation de l’e´quilibre me´canique de l’ensemble, on peut alors de´terminer la contribution non-
locale associe´e a` l’aide d’un calcul me´canique. La superposition de ces contributions non-locales permet enfin
de construire la fonction poids que l’on normalise. Du point de vue nume´rique, le maillage utilise´ est constitue´
d’e´le´ments triangulaires comprenant un point d’inte´gration, et la condition de contraintes planes a e´te´ adopte´e.
Le calcul correspondant a` un endommagement nul a` l’inte´rieur de la bande de localisation a permis d’observer
le comportement de la fonction poids normalise´e avec la variation de la taille de l’inclusion. Les figures 3(a)
et 3(b) montrent ainsi que, loin des bords, la fonction poids ne de´pend pas de la taille de l’inclusion mais elle
de´croit en 1X2 , ce qui est cohe´rent avec la solution d’Eshelby [8]. Si la taille de l’inclusion tend vers ze´ro, le calcul
des interactions est re´duit a` la construction des fonctions de Green ou` aucune longueur interne n’intervient. La
figure 3(c) pre´sente la fonction poids centre´e sur le bord de la barre. Dans ce cas, la fonction poids converge vers
la fonction Dirac lorsque le rayon de l’inclusion diminue. Ce re´sultat est cohe´rent avec les re´sultats de [6] et [10]
ou` il a e´te´ conclu que le comportement devient local sur un bord de la structure et sur la normale a` ce bord.
La figure 4 permet quant a` elle de comparer les comportements des contributions non-locales pre`s d’une zone
endommage´e. Pour tous les taux d’endommagement conside´re´s dans la bande, la contribution non-locale calcule´e
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a` partir de la formulation originale (figure 4(a)) se voit fortement amplifie´e avec la valeur de l’endommagement
a` proximite´ de la zone endommage´e. La nouvelle formulation (figure 4(b)) ne montre en revanche pas cette
amplification ce qui montre que l’effet d’e´cran induit par l’apparition d’une fissure est correctement capture´.
Cependant, cet effet d’e´cran n’existe que si la taille de l’inclusion est plus petite que la bande endommage´e. En
effet, au moment de la dilatation thermique, si l’inclusion contient comple`tement la bande, deux points A et B
localise´s de part et d’autre de cette dernie`re subissent la meˆme perturbation et l’effet d’e´cran duˆ a` la fissure
disparaˆıt. Pour le retrouver, la taille de l’inclusion ne doit plus eˆtre constante mais doit de´croˆıtre dans la bande
endommage´e comme une fonction du taux d’endommagement au point source. Nous avons choisi de calculer
cette nouvelle taille comme a(x) = a0
√
1−D(x) ou` a0 est la taille initiale de l’inclusion. Par ailleurs, une
formulation prenant en compte les effets des bords libres doit faire intervenir une de´croissance de la longueur
interne a` proximite´ des bords ([6]). Puisque le nouveau mode`le repre´sente intrinse`quement un comportement
local sur un bord libre lorsque la taille de l’inclusion tends vers ze´ro, il suffit de faire de´croˆıtre cette taille
d’inclusion au bord pour que notre mode`le respecte cette condition. Ainsi, l’expression que nous avons choisie
pour le rayon de l’inclusion est donne´ par l’e´quation (8) ou` dist(x, ∂Ω) est le minimum de la distance du point
conside´re´ a` tous les bords.
(a)
(b)
(c)
Figure 2 – Cas test 1D. Barre encastre´e sollicite´e en traction. (L = 10cm, σY = 3MPa, E = 30GPa,
εD0 = 10
−4,σ0 = 1.8Pa, D = 70%)
a(x) = min
∂Ω
(a0
√
1−D(x); dist(x, ∂Ω)) (8)
Figure 3 – Influence de la taille de l’inclusion sur la fonction poids.
4 Application – rupture dynamique d’une barre en traction
Dans ce paragraphe, on pre´sente le benchmark ayant servi a` valider les performances du nouveau mode`le non-
local, a` savoir une barre soumise a` une onde de traction a` ses deux extre´mite´s. Les ondes de de´formation cre´e´es
a` l’inte´rieur de la barre se propagent vers le centre selon un re´gime e´lastique line´aire. Quand les deux ondes se
rencontrent au centre, l’amplitude de la de´formation est multiplie´e par deux, le mate´riau entre dans un re´gime
adoucissant et la rupture se produit soudainement. Les parame`tres nume´riques de ce cas test sont les suivants :
la barre a une longueur L = 30cm, une masse volumique ρ = 1kg/cm3 et un module d’Young E = 1N/cm2. La
vitesse d’onde est v = 0.7cm/s, At = 1 et Bt = 2 sont deux parame`tres pour le calcul de l’endommagement en
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Figure 4 – Contribution non-locale pre`s d’une zone endommage´e : (a) formulation originale ; (b)
formulation base´e sur les interactions.
traction, εD0 = 1 est le seuil d’endommagement, lc = 4a0 est la longueur interne. Ces valeurs acade´miques ont
e´te´ utilise´es dans d’autres e´tudes similaires (e.g [10]), valeurs que nous prenons ici par soucis de simplicite´. 1
Dans la nouvelle formulation, la fonction d’interactions A∗0, le champ d’endommagement D(x) et la taille de
l’inclusion a(x) sont calcule´s a` chaque incre´ment de chargement. Le calcul commence donc par la de´termination
du champ d’endommagement a` partir du proble`me me´canique 1D avant d’eˆtre ensuite projete´ sur un maillage
2D (e´le´ments carre´s a` quatre points d’inte´gration), ceci dans le but de reconstruire la fonction poids base´e sur
les interactions. Le champ de fonction d’interactions est a` son tour projete´ sur le maillage 1D ou` les grandeurs
me´caniques sont finalement calcule´es. Ce cas test est inte´ressant car il permet d’observer la fac¸on dont un
mode`le de´crit la transition continu/discret et la discontinuite´ du champ de´placement a` la rupture. Pour estimer
la qualite´ de la description obtenue, on a utilise´ la me´thode propose´e dans [1] qui consiste a` comparer le profil
de de´formation issu de la mode´lisation avec le profil ide´al correspondant a` une discontinuite´ forte. L’e´cart
entre ces deux profils repre´sente un indicateur d’erreur mesurant la proximite´ entre le profil de de´formation
non-locale calcule´e εeq et le profil de de´formation non-locale the´orique re´sultant d’une discontinuite´ forte εsd.
L’e´volution des e´carts entre profils de de´formation au cours du chargement est pre´sente´e sur la figure 5.a. La
distance correspondant au mode`le non-local classique augmente au cours du temps pour atteindre une valeur
constante non-nulle a` partir du pas de temps t = 30s. Ceci montre que le mode`le d’endommagement non-local
ne repre´sente pas la discontinuite´. En revanche, le re´sultat obtenu avec la nouvelle formulation montre que,
apre`s avoir atteint une certaine valeur maximale, l’e´cart de´croit rapidement vers ze´ro, ce qui veut dire que, a`
la limite de la formation comple`te de la fissure, le mode`le de´crit correctement la distribution de de´formation.
Par ailleurs, a` la rupture comple`te, l’ouverture de fissure calcule´e a` l’aide de cette la technique ne doit pas
de´pendre de la taille de l’e´le´ment. Sur un exemple simple unidimensionnel, en supposant que la fissure se cre´e
dans un e´le´ment (de´formation constante), l’ouverture de fissure est calcule´e comme JUK ≈ εh, ou` JUK est
l’ouverture de fissure dans l’e´le´ment fissure´, ε correspond a` la de´formation dans ce meˆme e´le´ment et h, a` sa
taille. Apre`s la rupture, la de´formation dans l’e´le´ment fissure´ doit e´voluer de fac¸on inversement proportionnelle
a` sa taille. La figure 5.b montre que cette condition est respecte´e par le mode`le non-local base´ sur les interactions
mais pas par le mode`le classique. On note cependant une certaine limitation lorsque la taille de l’e´le´ment est
proche de celle de la taille de la boule contenant les points de Gauss dilate´s. La formulation avec interactions
ne´cessite au moins deux e´le´ments contenus dans cette boule pour pouvoir de´crire correctement les interactions,
donc la rupture, tout en respectant le crite`re. La re´ponse me´canique pre`s d’un bord a e´te´ e´galement analyse´ a`
l’aide de l’exemple de l’e´caillage. Ce test, inspire´ du mode`le de la barre de Hopkinson, a souvent e´te´ utilise´ et
adapte´ pour des tests en fissuration dynamique. Du point du vue de l’analyse de formulations non-locales, il
permet d’observer la capacite´ d’une formulation a` pre´dire l’endroit ou` la fissure aura lieu, ainsi que d’observer
le comportement de l’endommagement au bord de la structure, la` ou` la non-localite´ doit disparaˆıtre [6]. La
simulation nume´rique de ce test a e´te´ aborde´e avec la meˆme strate´gie de calcul utilise´e pour le cas de la barre en
traction de´crite pre´ce´demment. Les re´sultats ont montre´ que, contrairement au mode`le non-local classique, la
formulation conside´rant les interactions est capable de retrouver ce comportement local au bord. Pour plus de
de´tails sur ce re´sultat, le lecteur est invite´ a` se re´fe´rer a` [11]. Dans cette nouvelle approche, puisque l’estimation
1. Dans [9] par exemple, les parame`tres du proble`me correspondent a` des valeurs plus re´alistes avec des re´sultats
similaires a` ceux pre´sente´s ici en ce qui concerne la formulation originale classique gaussienne.
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Figure 5 – Re´sultats du calcul de la rupture dynamique d’une barre en traction.
de la fonction poids base´e sur les interactions se fait dans un code e´le´ments finis 2D, son couplage avec un calcul
me´canique quelconque est aise´. La mode´lisation nume´rique des structures visant une analyse d’effets d’e´chelle
est alors envisageable.
5 Conclusion
Un nouveau mode`le non-local base´ sur les interactions a e´te´ propose´ dans cette e´tude. Les interactions non-
locales sont calcule´es explicitement a` partir de la dilatation d’inclusions circulaires centre´es sur chaque point
du mate´riau et la fonction poids est alors construite a` partir de la superposition de ces interactions. L’effet de
bord et l’effet d’e´cran sont exprime´s en faisant varier la taille de l’inclusion comme une fonction de la distance
au bord et de l’endommagement respectivement. Ce nouveau mode`le non-local base´ sur les interactions a alors
e´te´ imple´mente´ sur un cas 1D simple ou` les interactions ont e´te´ calcule´es suivant un sche´ma bidimensionnel.
Les re´sultats ont permis d’observer que, en comparaison avec le mode`le non-local inte´gral classique, la nouvelle
formulation fournit une meilleure description du processus de rupture. En effet, le profil d’ouverture de fissure
est tre`s proche du profil correspondant a` une fissure ide´ale, et l’ouverture de fissure calcule´e est inde´pendant de
la taille de l’e´le´ment. Enfin, ces re´sultats sont tre`s prometteurs pour des cas 2D puisque l’imple´mentation de
cette me´thode est relativement aise´e.
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